Sucesiones de numeros reales

Introduccion

Las sucesiones aparecen de manera natural en muchos célculos que responden a un esque-
. : : - 6 21

ma iterativo. Por ejemplo, al dividir 2 entre 3 obtenen?i — + ——, igualdad que

10 310’
podemos usar ahora para obtener

2_6,(6 21\1_6 6 21
3 10 \10 310/10 10 102 3102
y de nuevo

3103

2_6 6 (6 21\1 6 6 6 21
3 10 102 10 310/ 102 10 102 103

y asi podemos continuar tantas veces como queramos, obteniendo panacdsida igual-
dad:

n 1
Z T+ 3107
2 21
Escribiendox, = z i tenemos que & 3~ Xn = 3107 Nétese que, aungue los nume-

rosx, sontodos eIIos dlstlntode 2/3, dada una cota de error arbitrariamente peqeefi

1 . .
370% < g, deducimos qu@ara todonumero natural

n>ng se verifica que|x, — 2/3| < €, lo que se expresa escribiend®B2= lim {x,}.
n—oo

2
y tomandong € N de manera que =

Este ejemplo esté relacionado con la expresion decimal/8eg@e, como todos sa-
bemos, es un decimal periédico con periodo igual a 6, lo que suele escrib&seozé
igualdad en la que, segun se dice a veces, el simbﬁlcd@be interpretarse como que el 6
se repite infinitas veceg Qué quiere decir esto? Lo que esta claro es que, por mucho tiempo
y paciencia que tengamos, nunca podremos esanifiiitos 6 uno detras de otro... bueno,
podriamos escribir algo como

% — 0,6 = 0,6666666..( infinitos 6)
lo que tampoco sirve de mucho pues seguimos sin saber cdmo se interpreta esta igualdad.
Pues bien, para dar un significado matematico a lo que se quiere expresar con esa igualdad
hay que recurrir al concepto de limite de una sucesion tal como hemos hecho antes.

Veamos otro ejemplo en esta misma linea. Vamos a intentar calcular aproximacio-
nes racionales a/10. Si partimos inicialmente de un niameta- /10, tendremos que

1 10 : :
— < V10 < x. Pongamosy = = <x+ ) Entonces, en virtud de la desigualdad de las
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Sucesiones de nameros reales 2

medias,»/10 < y, y como tambiény < x, deducimos que/ estad mas cerca dg10 que
X. Podemos ahora repetir este proceso sustituyengor y obteniendo una nueva apro-
ximacion mejor de/10. Notese que sk es racional también lo semd Esto sugiere que,

. o . 1 10 )

partiendo de un valor inicial, por ejempia = 4, calculemos = > (xl + x> , Yy después
1

1

10 . : .
X3= = <X2+ Xi , Yy asl podemos continuar tantas veces como queramos, obteniendo para
2

2
Ly, 10
n-|—1—2 n X

cadan € N un numerax, tal que
con x; = 4. Con una calculadora manual obtenemos enseguida los vatptes, 25;
x3=3,1634615;x4,=3,1622779 con seis cifras decimales exactas:

x2—10 x2—10 0,000005 1
< < < —=
x+v10 6 6 106

es decirx, coincide cony/10 hasta la sexta cifra decimal. De hecho, coqe v/10 tene-

0<x4—+10=

maos que:

1 10 1 1 1
0< 011~ VI0= 5 (304 32 ) ~VIO< 30+ 3VI0- VIO~ 5050~ VIO
n
de dond i Vi< = Vi0) < & dad qui
e donde se sigue que<0xn;1 — < %(xl— ) < o POY tanto, dado cualquier
€ > 0, ytomanday € N tal que 2™ < g, deducimos qupara todonimero naturah > ng
se verifica quéx, — /10| < €, lo que simbdlicamente se expresa escribiend® = 1im {xa}.

En los ejemplos anteriores hemos dado por supuesto que ya tienes cierta familiaridad
con los conceptos de “sucesion” y de “limite de una sucesion” de los cuales vamos a ocu-
parnos a continuacion con detalle.

Sucesion de elementos de un conjunto

SeaA un conjunto no vacio. Una sucesion de elementdsekeunaaplicaciéndel conjunto

N de los nimeros naturales en A. En particular, una sucesion de nimeros reales es una
aplicaciondel conjuntaN de los niumeros naturales en el conjuRtde los nimeros reales.

En todo lo que sigue solamente consideraremos sucesiones de ndameros reales por o
gue nos referiremos a ellas simplemente como “sucesiones”.

Dada una sucesiop: N — R suele emplearse una notacion especial para representarla.
Paran < N suele notarse el nimero realn) en la formax, = ¢(n) (naturalmente la letra
“X" nada tiene de especial y puede sustituirse por cualquier otra). La sucesién misma se
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representa pop = {Xn}nen, €s decir, el simboldx,}nen debe interpretarse como dgli-
cacionque a cadan € N hace corresponder el nimero ragl Cuando no hay posibilidad

de confusion escribimos simplemerftg,} en vez de{x,}neny. Conviene insistir en que
{Xn} es, por definicién, laplicaciondeN enR dada pon — x,. No hay que confundir la
sucesion{x,}, que es una aplicacién, con sanjunto imagen, que es el subconjunto de

R formado por todos los numerag, el cual se representa pox, : n € N}. Por ejemplo,
{(—=1)" y {(—=1)"*1} son sucesiones distintas con el mismo conjunto imagen. El nimero
Xn Se llamatérmino n-ésimale la sucesion; pana= 1, 2, 3 se habla respectivamente de
primero, segundo, tercer término de la sucesion.

Sucesiones de numeros reales convergentes

Una sucesiorfx,} se dice queonverge a un numero realx si, dado cualquier nimero
reale > 0, existe un nimero naturah tal que sin es cualquier nimero natural mayor o
igual quemg se cumple quex,— x| < €. Simbdlicamente:

Ve>0 dmgeN :n>me = [x—X <€

Se dice también que el nUmexaslimite de la sucesionx,} y se escribeiim {x,} =x
n—oo
o, simplemente,iin{x,} = x e incluso, si no hay posibilidad de confusidm,} — Xx. Se
comprueba facilmente quana sucesion convergente tiene un unico limite

Estudiamos a continuaciéon cémo se comportan las sucesiones convergentes respecto de
las estructuras algebraica y de orderRde

Proposicion
Supongamos quém{x,} =X, lim{yn} =y y que existameN tal que para toda > mse
tiene quex, < ynh. Entonces se verifica que< y.

Respecto al resultado anterior, de muy facil demostracion, conviene advedinogee
las desigualdades sean estrictas no puede asegurarsémyg,} = X sea estrictamente
menor qudim{y,} =y. Por ejemplo, sk,= 0 ey,=1/n, es claro que;, < y, para todo
ne Nperox=0=Yy.

Principio de las sucesiones encajadas

Supongamos quen}, {Yn}, {Zn} son sucesiones tales qumkx,} =1im{z,} = a y existe
un nimero naturaing tal que para toda > my se verifica quexy < yn < Z,, entonces la
sucesion{y,} es convergente yirh{y,} = a.
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Demostracion
Seag > 0. Por hipotesis existem, mp tales que

A—e<Xp<O+E Yy O0—E<Z[<O+E D)

para todop > my y todoq > mp. Seamg = max{mp, m,my}. Para todon > my las desi-
gualdades (1) se cumplen pgpa= q = n, ademas coma > m se tiene quet, < Yn < Zn.
Deducimos que, para todo> mg, se verifica que

O—€<X<Yn<Zh<a+eg
Yy, por tantoa — € < y, < 0 + ¢, es decir,im{y,} = a.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que si cambiamos arbitrariamente un
namero finito de términos de una sucesion la nueva sucesion asi obtenida es convergente si
lo era la de partida y con su mismo limite.

El principio de las sucesiones encajadas es de gran utilidad y se usa con mucha frecuen-
cia. Naturalmente, cuando apliquemos dicho principio a un caso concreto, la sygg$ion
del enunciado sera la que queremos estudiar y tendremos que ser capaces de “inventarnos”
las sucesionefx,} y {z,} de manera que se cumplan las condiciones del enunciado.

Una sucesidf x,} se dice que es:

Mayorada o acotada superiormentesi su conjunto imagen esta mayorado, es decir, si hay
un nimerque R tal quex, < 4 para todan € N.

Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen esta minorado, es decir, si hay
un numero\ € R tal quei < x, para todan € N.

Acotada si su conjunto imagen estd mayorado y minorado, equivalentemente, si hay un
nimeroM € R™ tal que|x,| < M para todm € N.

Crecientesi x, < Xn.1 paratodan € N.

Estrictamente crecientesi x, < X1 para todam € N.

Decrecientesi x, > X,.1 para toda € N.

Estrictamente decrecientesi x, > Xn1 para todm € N.

Monotona si es creciente o decreciente.

Estrictamente mondétonasi es estrictamente creciente o decreciente.

Noétese que si una sucesifxy} es creciente (resp. decreciente) entonces se verifica que
Xm < Xn (resp.Xm = Xn) Siempre quen < n.

Conviene advertir que cuando se dice que una sucesion es momnat@eaexcluyda
posibilidad de que, de hecho, sea estrictamente mondtona. Es por ello que, en general, suele
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hablarse de sucesiones mondtonas y tan sélo cuando tiene algun interés particular se precisa
si son estrictamente monotonas.

Proposicién

Toda sucesion convergente esta acotada.

Demostracion

Supongamos quén{x,} = x. Todos los términos déx,} a partir de uno en adelante
estaran en el intervala— 1,x+ 1], es decir, hay un nimenm € N tal que para toda > m
se verifica quéx,— x| < 1, lo que implica que

%0 < [Xn—X|+|X| < 1+|x| paratodan > m.
TomandoM = max{1+|x|,|x1|, - ,|[Xm|}, tenemos quéx,| < M para todm € N.

La proposicion anterior es Util a veces para probar que una sugesémconvergente:
para ello basta probar que no esta acotada.

La proposicion reciproca de la anterior no es cierta: la sucgsioh)"} es acotada y
no es convergente. No obstante, hay un caso especial muy importante en que si es cierta la
reciproca.

Teorema
Toda sucesidon monoétona y acotada es convergente. Mas concretamente, si una sucesion

{Xn} es:
i) Creciente y mayorada, entoncé@®{x,} = 3, dondef = sup{x, : neN}.
ii) Decreciente y minorada, entoncéskx,} = a, dondea = inf{x, : ne N}.

Demostracion

Probaremos) quedando la demostracion d¢ como ejercicio. La hipotesis de qye,}

es mayorada garantiza, en virtud del principio del supremo, la existencia del niamero real
B = sup{x,: n € N}. Dadog > 0, tiene que existir un térming, de la sucesion tal que

B — € < Xm. Puesto que la sucesion es creciente parangeon se verificara quem < Xn, Y

por tantof3 — € < xn. En consecuencifp — € < x, < B+ € para toda > m. Hemos probado

asi queim{x,} = pB.

Ejemplo
2n
La sucesionx,} definida porx,= Z ' €S convergente.
k=n+1
En efecto, como
1 1 1 1 1 1

J— = - - :O
T o2 ank 1 nrl 242 2042 ntdl
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se sigue quen. 1> X, para todm € N, es decir, es una sucesion creciente. Ademas

o < 1 (n N 1 _n <1
"Shtl n+1 n+1
por lo que también esta mayorada. Concluimos, por el teorema anterior, que dicha sucesion

es convergente.

En los resultados anteriores han intervenido de manera esencial las propiedades de la
estructura de orden d& Vamos a estudiar ahora el comportamiento de las sucesiones con-
vergentes respecto de la adicién y el producto de nimeros reales. Los resultados que vamaos
a obtener, conocidos tradicionalmente con el nombggkbra de limitesson basicos para
el estudio de la convergencia de sucesiones.

Dadas dos sucesionés,} e {y,}, se define sisuma como la sucesiofx,+Yn} y su
producto como la sucesiofix,yn }

Proposicién

El producto de una sucesién convergente a cero por una sucesion acotada es una sucesion
convergente a cero.

Demostracion

Sealm{xn} =0, e{yn} acotada. Seex0 tal que|y,| < c paratodaeN. Dadoe > 0, existe

un numero naturahtal que para toda>mse verifica quéx,| < €/c. Deducimos que, para
todon>m, se verifica queXnyn| = |Xn||Yn| < Ec = ¢, lo que prueba quérh{x,yn} = 0.

Algebra de limites
Supongamos quéh{x,} = x y lim{y,} =y. Entonces se verifica que:

[IM{X,+Yn} =X+Y, lim{Xyn} = xy.

Si ademas suponemos que- 0, entoncesim{X,/yn} = X/.
Demostracion
Dadog > 0, por hipotesis existerm;, m, tales que

X—€/2<Xp<X+E/2 Yy Y—€/2<yq<Yy+E/2 2

para todop > my y todoq > mp. Seamy = max{my, my}. Para toda > mg las desigualda-
des (2) se cumplen para=q=n, por lo que, sumandolas término a término, deducimos que
X+Y—€ < Xn+Yn < X+Yy+¢€ cualquiera sea> my, lo que prueba quérh {x,+yn} = x+v.

Teniendo en cuenta quien { (x,— X)yn} = lim{x(yn—y)} = 0, y laigualdad

XnYn — XY = (Xn— X)Yn +X(Yn—Y)
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deducimos quémn {x,yn — Xy} = 0, es decir,im{x,yn} = xy.

Finalmente, para probar quel{x,/yn} = X/y, probaremos que la sucesion

{Xn _ X} - {Xnv—vx}
Yn Y Yny
converge a cero, para lo cual, teniendo en cuentaiquigdhy — ynx} = xy— yx= 0, bastara

probar que la sucesiofil/y,} esta acotada. Puesto qim{y,} =y, se deduce de la desi-

gualdad||yn| — |yl| < |Yn—Y| que Im{|yn|} = |y|. Existira, por tanto, un nimerg € N tal

1 1 1 2
que para todm > mg es|yn| > |y|/2. PongamosK = méx{,,...,,}. Se
Yl " [yl [Ymo| [

: 1 . o
tiene entonces unyT < K para todone N. Hemos probado asi que la sucesi@yy, }
n

esta acotada, lo que concluye la demostracion del teorema.

Hay que leer con atencion las hipétesis del teorema anterior para no hacer un uso in-
correcto del mismo. En particular, no hay que olvidar tpusuma o el producto de dos
sucesiones no convergentes puede ser una sucesion convergente

Sucesiones parciales y valores de adherencia

Sea{x,} una sucesion de nimeros reales; dada una aplicaci§r- N estrictamente cre-
ciente la sucesion que a cada numero naturdlace corresponder el nimero regl, se
representa pofxym } Y se dice que es ursicesion parcialde {xn}. Notese que Xy } No
es otra cosa que la composicion de las aplicaci¢rgsy o, esto es{Xg(n)} = {*n} 0.

Se dice que un numero reales unvalor de adherenciade la sucesiofx,} si hay
alguna sucesion parcial d&,} que converge &.

Ejemplo

La sucesién{x,} dada porx,= n/5—E(n/5) para todon€N, tiene a 01/5,2/5,3/5y
4/5, como valores de adherencia.

En efecto, basta considerar que para cpdg0,1,2,3,4}, la sucesion parcidlXsn— }nen
viene dada poks, =0, paraj=0,y Xsp—j = 1— j /5 paraj = 1,2,3,4.

Es facil probar por induccion que sies una aplicacion estrictamente crecientéNde
enN entonces se verifica quEn) > n para todone N. Con ello se obtiene facilmente el
siguiente resultado.

Proposicién
Si lim{x,} = x, toda sucesion parcial dg«,} también converge &. En particular, una
sucesion convergente tiene como Unico valor de adherencia su limite.
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Nétese que hay sucesiones, la de los nimeros naturales por ejemplo, que no tienen
ningunvalor de adherencia. También puede ocurrir que una sucesiga un unico valor
de adherencia y no sea convergerr ejemplo, la sucesion dada para todoN por
Xn= (14 (=1)")n+1/n, no es convergente y tiene a 0 como unico valor de adherencia.
Vamos a ver a continuacién que estos comportamientos no pueden darse con sucesiones
acotadas.

Lema

Toda sucesion tiene una sucesion parcial monétona.
Demostracién

Sea{x,} una sucesion y definamos

A={neN:x,>xp, paratodop > n}

Podemos visualizar el conjun#® como sigue. Consideremos en el plano los segmentos

de extremosn,X,) ¥ (n+1,X.+1), n=1,2,3,.... Resulta asi una linea poligonal infinita

y podemos imaginar que dicha linea es el perfil de una cordillera cuyas cumbres y valles

son los puntogn, xn). Imaginemos ahora que los rayos de luz del Sol, paralelos al eje de

abscisas, iluminan dicha cordillera por el lado derecho (el Sol estaria, pues, situado en el

infinito del eje de abscisas positivo). Pues bien, un nimero natpeitenece al conjunto

A si el punto(n,x,) esta iluminado y no pertenecéasi dicho punto esta en sombra.
Supongamos quAé es infinito. Entonces podemos definir una aplicacg®nN — N

estrictamente creciente y tal qa€N) = A de la siguiente forma:

0(1) = min(A)

o(n+1) =min{peA:o(n) < p} paratodonec N
es decir la aplicaciéo va eligiendo los elementos dede menor a mayor empezando por
el primero. Resulta ahora evidente que la sucesion pdicig) } es decreciente (todos los
puntos(a(n), Xy(m)) €stan iluminados y, por tanto, ninguno de ellos puede hacerle sombra a
uno anterior).

Si A es finito podemos suponer qée= @. En tal caso, para todoc N hay algun

p > ntal quexn < Xp (pues todo puntdn,x,) estéd en sombra). Podemos definir ahora una
aplicaciono : N — N estrictamente creciente de la siguiente forma:

o(l)=1
a(n+1) =min{peN:a(n) < p Y Xsn) < Xp} paratodone N

Resulta ahora evidente que la sucesion parpigl, } es creciente (porque cada punto
(a(n),Xs(n)) deja en la sombra al anterior).
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Teorema de Bolzano - Weierstrass

Toda sucesion acotada de nimeros reales tiene alguna sucesion parcial convergente.
Demostracion

Sea{x,} una sucesion acotada. En virtud el lema anterior, hay una sucesion parcial de
{xn} que es mondtona, dicha sucesion parcial esta acotada por €sgtario por tanto, es
convergente.

Teorema

Una sucesion acotada que tiene un unico valor de adherencia es convergente.
Demostracion

Sea{x,} una sucesion acotada no convergente; probaremos que dicha sucesion tiene al
menos dos valores de adherencia. El teorema de Bolzano-Weierstrass nos dfgg}que
tiene al menos un valor de adherencia. Sea, puas,valor de adherencia de&,}. Como

{X»} no converge &, tiene que existip > 0 tal que el conjuntA = {neN: |x, —A| > p}

sea infinito. Es facil definir ahora una aplicacién N — N estrictamente creciente tal que
o(N) = A. La sucesior{Xy(n) } €sta acotaday, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, tiene
al menos un valor de adherencja,Es facil probar ahora qug es también un valor de
adherencia déxn} y A # L.

Si volvemos a leer la definiciébn de sucesion convergente, parece que para estudiar la
convergencia de una sucesifi} debemos ser capaces de “adivinar”, de alguna manera,
su posible limite. De hecho, una idea bastante extendida consiste en pensar que es lo mismo
probar la convergencia de una sucesion que calcular su limite. Esto no es del todo correc-
to; son relativamente pocas las sucesiones convergentes cuyo limite puede efectivamente
calcularse. Cuando se estudia la convergencia de una suéegjoha mayoria de las ve-
ces, lo que conocemos es, justamente, la sucesion y, naturalmente, se desconoce su posible
limite el cual pudiera, incluso, no existir. Por ello interesa temgerios de convergencia
intrinsecos a la sucesigrs decir, que no hagan intervenir a un objeto en prin@pimfio
a ella como es su posible limite. Conocemos ya un criterio de convergencia intrinseco para

sucesionemonoétonasUsando dicho criterio hemos probado la convergencia de la sucesion
2n

Xn= Z — sin necesidad de conocer su limite
A continuacién vamos a establecer un criterio intrinseco de convergencia para sucesio-

nes que es mas general pues puede aplicarse a cualquier sucesién. Este criterio fué formu-
lado por Bolzano en 1817 y también, independientemente, por Cauchy en 1821, y establece

una condicién necesaria y suficiente para la convergencia de una sucesién. Dicha condicion

se conoce con el nombre dendicién de Cauchy.
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Condicion de Cauchy

Se dice que una sucesi¢r, } satisface la condicion de Cauchy, si para cada nimero posi-
tivo, € > 0, existe un nimero naturak, tal que para todop,qe Nconp>m y gq>m se
verifica quexp— Xg| < €.

La condicion de Cauchy puede también expresarse de una manera equivalente, aunque
formalmente distinta, como sigue:

Una sucesionx,} satisface la condicion de Cauchy, si para cada namero positivo,
€ > 0, existe un numero naturak, tal que para tod@ > m; y para todo nimero natural,h
se verifica qugXph— Xp| < €.

Teorema de complitud deR

Una sucesion de nimeros reales es convergente si, y sélo si, verifica la condicién de Cauchy.
Demostracion

Supongamos quéx,} verifica la condicion de Cauchy. Probemos primero {qg esta
acotada. La condicion de Cauchy implica que hay:= N tal que|x,— Xm| < 1 para todo

P = Mo, Y COMO|Xp| < [Xp— Xmg| + [Xm,|, deducimos quéxp| < 1+ |Xm,| parap > mg. En
consecuencia si definim®8 = max{|x|, Xz, .-, |[Xmy|, 1+|Xm,| }, Obtenemos que,| < M

para todan € N.

El teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza que hay un nimepoyregla sucesion
parcial{Xsn) } que converge & Probaremos quéx,} también converge & Dadog > 0,
existen, € N tal que|xp — Xg| < €/2 siempre quep,q > no. También existen, € N tal que
[Xs(n) — X| < €/2 siempre que > n;. Seam= max{no,n }. Para toda > m se tiene que
o(n) > n> mpor lo que

X=X < Xn —Xo(n)| + Yo —X| < 5+ 5 =€
lo que prueba qur(]aLr‘()]° {X} =x

Reciprocamente, dix,} es convergente yih{x,} = x, dadoe > 0, hay un namero
m € N tal que para todo nimero nature: m se tiene qué,—X| < €/2. Deducimos que Si
p, g son nimeros naturales mayores o igualesguentoncesxy,— Xg| < [Xp—X| + [X—Xg| <
< g/2+¢/2=¢. Por tanto la sucesiotfx,} verifica la condicion de Cauchy.

Sucesiones divergentes

Una sucesiofx,} se dice que es:

Positivamente divergentey escribimos{x,} — oo, si para todo nimero re&l >0 existe
un nimero naturafng €N, tal que para todae N con n>mk se verifica quex, > K.
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Negativamente divergentey escribimogx,} — —o, si paratodo numero re&l <0 existe
un numero naturafng €N, tal que para todoe N con n>mk se verifica quex, <K.

Diremos que una sucesion es divergente para indicar que es positivamente o negativa-
mente divergente. En la siguiente proposicion se exponen algunas propiedades elementales,
pero importantes, de las sucesiones divergentes. Teniendo en cuertg fue +o Si, y
solo si,{—xn} — —oo, es suficiente enunciar dichas propiedades para sucesiones positiva-
mente divergentes.

Proposicién

i) {|Xa|} — o0 si, y sélosi{1/x,} — O.

ii) La suma de una sucesion positivamente divergente con una sucesién acotada es una
sucesion positivamente divergente.

iii) La suma de una sucesion positivamente divergente con una sucesién minorada es otra
sucesion positivamente divergente. En particular, la suma de dos sucesiones positivamente
divergentes es otra sucesion positivamente divergente.

iv) El producto de dos sucesiones positivamente divergentes es otra sucesién positivamente
divergente.

vi) El producto de una sucesién positivamente divergente por una sucesion que converge a
un numero positivo es otra sucesion positivamente divergente.

El siguiente resultado establece una importante relacion entre el limite funcional y el
limite de sucesiones.

Proposicién

Seaf una funciony seam, L € RU {4, —o}. Equivalen las afirmaciones:

i) me(x) =L

ii) Para toda sucesiofx,} de puntos en el dominio de definicion fietal quex, # a para
todoneNYy {x,} — L, se verifica qug f (x,)} — L.

Este resultado permite enunciar en términos de convergencia de sucesiones los resulta-
dos relativos a limites funcionales. El siguiente es un ejemplo.

Proposicion

a) Una sucesiofix, } converge axe R si, y solo si,{e*} converge a &

b) Una sucesién de nameros positigs} converge a un numero positiwo>0 si, y sélo
si, la sucesiér{log(yn)} converge a logy).

c) Para toda sucesidix,} se verifica que:

Departamento de Analisis Matemético Prof. Javier Pérez



Sucesiones de nameros reales 12

i) {Xn} — +oo si,ysoOlosi{e®} — +oo; i) {xq} — —o0 si, y solo si,{e*} — 0.
d) Para toda sucesion de numeros positieg se verifica que:
i) {Xn} — 400 si, y solo si,{log(xn)} — +o; i) {xn} — 0 si, y sélo si{log(x,)} — —oo.

Sucesiones asintéticamente equivalentes

Dadas dos sucesionés,}, {yn} cuyos términos a partir de uno en adelante son todos
distintos de cero, diremos qye,} es asintéticamente equivalentgy}, y escribiremos
simbdlicamentex,} ~ {yn}, Si {Xn/Yn} — 1.

El siguiente resultado nos dice que para estudiar la convergencia o divergencia de un
producto de varias sucesiones podemos sustituir las que queramos por otras que sean asin-
téticamente equivalentes, sin que ello afecte a la convergencia o divergencia del producto
ni a su eventual limite.

Proposicién
Supongamos qufn} ~ {Y¥n}, {z.} es cualquier sucesionlyc RU {+o, —o}. Se verifica
entonces quéxnz,} — L si, y solo si{ynz,} — L.

Ejemplos de sucesiones asintéticamente equivalentes
Supongamos qugx,} — 0. Entonces se verifica que:

Dap ~{log(1+x)}; D~ {011 {(1+X)% =1} ~ {axa}
{semx,} ~ {Xn}; {arcsemy} ~ {xa}; {arctgxn} ~ {xn}

Indeterminaciones y sucesiones de potencias
Frecuentemente hay que estudiar la convergencia o divergencia de una suma o producto de
dos sucesiones precisamente cuando las reglas que hemos visto antes no pueden aplicarse.
Se trata de aquellos casos en que el comportamiento de las sucesiongs}, {Xnyn}
no esté determinado por el §&,} e {y,}. Por ejemplo, si sabemos q{m,} — +c y que
{Y¥n} — —o0, ¢,qué podemos decir del comportamiento de la sucégjdny,}? Respuesta:
absolutamente nada. En consecuencia, las sucesiones deditipgn} donde{x,} — +oo,
{¥n} — —oo, requieren un estudio particular en cada cadales sucesiones suele decirse
gue soruna indeterminacion del tipo“ co—co”.

Analogamente, si sabemos qie} — 0y que{y,} es divergente, ello no proporciona
ninguna informacion sobre el comportamiento de la sucesign }; la cual se dice que es
“una indeterminacién del tipo “0 «”". Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el
cociente de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que convergen a cero, las llama-
dasindeterminaciones de los tipogw /", “0 /0", pueden reducirse a una indeterminacion
del tipo “ 0",
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Todavia hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van a surgir al considerar
sucesiones de potencjass decir, sucesiones de la forfi"} donde{x,} es una suce-
sion de numeros positivos{®,} es una sucesion cualquiera de nimeros reales. Puesto que
x¥" = exp(ynlog(x,)), la convergencia o divergencia de la sucedig{i} vendra determi-
nada por la dgy,log(xn)}; la cual, a su vez, estd determinada en todos los casos por el
comportamiento de las sucesiodeg} e {yn}, excepto cuando dicha sucesipnlog(xn)}
es una indeterminacion del tipo &, lo que ocurre en los siguientes casos:

a) {xn} —1,{|yn|} =+ (indeterminacion “I")
b) {%n} — +o, {yn} —0 (indeterminacion&°”)
c) {%n} —0, {yn} =0 (indeterminacion “&")

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan “resolver las indeter-
minaciones”; jno serian tales si las hubiera! Es por ello que, los limites indeterminados,
requieren un estudio particular en cada caso. Expondremos a continuacion algunos resul-
tados muy Utiles para el estudio de los mismos. Empezaremos por un importante resultado
gue permite resolver en muchos casos las indeterminaciofieyg “D o”.

Criterio de equivalencia logaritmica para sucesiones
Supongamos quénh{x,} =1, {yn} es una sucesién cualquier& yin nimero real. Enton-
ces se tiene que:

) 1im{x3"} = € si, y solo si, Im{yn(x, — 1)} = L.
i) {}"} — oo si, y SO0 Si,{yn(Xn — 1)} — +oo.
i) {xa"} — 0 si, y solo si{yn(xn—1)} — —co.
Demostracion

Puesto que” = exp(ynlog(x,)), las afirmaciones hechas en i), ii) y iii), se deducen del
hecho de que las sucesio{dsg(x,)} y {x» — 1} son asintéticamente equivalentes.

Vamos a exponer a continuacién un (til resultado que, en muchas ocasiones, permi-
te resolver indeterminaciones de la forma/%”. Notese su analogia con las reglas de
L'Hopital.

Criterio de Stolz
Sea{yn} una sucesion positivamente divergente y estrictamente creciente{y.$ezual-

: L Xnt1— X .

guier sucesion. Supongamos ?/””—y”} — L dondeL es un numero real, lo= +oo,
n+1—Yn

0L = —oo. Entonces se verifica también q{w,/yn} — L.
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Demostracion
Supongamos, en primer lugar, quec R. Dadoe€ > 0, existe, por hipétesis, un nimero
naturalk, tal que para todqg >k se verifica que

2 Yqi1—Yq 2

Multiplicando poryg1 —Yq > 0y sumando desdg= k aq = n, obtenemos:

£ Xnp1—Xc £
Lo < ——<L+= 3
2 Yni1— Yk 2 3

cualquiera sea> k. Teniendo en cuenta ahora la igualdad

Xt ) %Ly (1_ Yk ) <Xn+1—xk _L)
Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yn+1 — Yk
deducimos que
Xn+l—L'< Xk — LYk Xn+1—Xk_L‘ (4)
Yn+1 Yn+1 Yn+1— Yk
Comonirgo{(xk— Lyk)/ynH} = 0, existe un numero natural tal que, para todo>m, se
verifica
—L
X — LYk < €
Yn+1 2

Teniendo en cuenta (3) y (4), deducimos que

Xn+1
Yn+1

- L’ <e€
para todan> max{k, m}. Hemos probado, pues, quekx,/yn} = L.

Supongamos ahora que= 4. En tal caso, para todoc N suficientemente grande, se
tendrd quen+1— Xy > Yn+1 — Yn > 0, por lo que podemos suponer qug} es estrictamente
creciente. Ademas, al ser= +o, se tendréa quéx,} diverge positivamente. Podemos usar
ahora lo ya probado, intercambiando las sucesi¢regse {y,}, para obtener que

Xn XrH,]_*Xn

El casoL = — se reduce al previo cambiando la sucedigg por {—xn}.

Es importante observar que, aun en las hipétesis del Criterio de Stolz, puede ocurrir que

—X . o
{;"} sea convergente pero no lo %@XL;} es decir, el Criterio de Stolz da una
n n+1— Yn

condicidn suficiente pero no necesaria para la convergencia o divergedcig/ g .
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Del Criterio de Stolz se deducen dos Utiles criterios para estudiar la convergencia de
sucesiones de medias aritméticas o geométricas.

Criterio de la media aritmética

Supongamos qufa,} — L dondeL es un nimero real, b= +o, 0L = —c. Entonces se
a1+az+-~+an} L

i
verifica que{ -

Demostracion
Basta aplicar el Criterio de Stolz a las sucesiogesa;+ ax+ -+ ay, Yyn=n.

Criterio de la media geométrica

Supongamos quéa,} — L donde{a,} es una sucesion de numeros positivds gs un
numero real o bieh = +. Entonces se verifica g M} N

Demostracién

Lo afirmado se deduce del criterio de la media aritmética teniendo en cuenta que

0g(V/asme -2 ) = o420 Ho0E) 008,

n

Corolario
Supongamos quéxn;1/Xn} — L donde{x,} es una sucesion de nimeros positivdses
un namero real o bieh = +. Entonces se verifica qugy/x, } — L.

Demostracion

Es consecuencia del criterio de la media geométrica aplicado a la su¢egjodefinida
pOray =1, an1 = 2t

para todneN.
N

Departamento de Analisis Matemético Prof. Javier Pérez



